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Wstep

Praca ta dotyczy gier nieskonczonych z doskonala informacja, tzn.
gier, w ktérych gracze wykonujac ruch znaja wszystkie wczesniejsze.
W pierwszym paragrafie omawiamy gre Banacha-Mazura, poda-
jemy definicje strategii, strategii wygrywajacej oraz zbioru zdetermi-
nowanego. Nastepnie podajemy charakteryzacje zbioréw zdetermi-
nowanych. W tym paragrafie zostaje podane i udowodnione twierdze-
nie Zindulki o rozbiciu dowolnej przestrzeni metrycznej bez punktow
izolowanych na sume dwéch zbioréw: miary zero i I-kategorii. W para-
grafie drugim zajmujemy sie innym przyktadem gry nieskonczone;j.
Gra ta zostala sformulowana przez autora pracy. Podane sa pewne
wlasnosci tej gry, miedzy innymi jej zwiazek ze zmodyfikowana wersja
gry Banacha-Mazura. Dalsza czes¢ pracy jest poswiecona aksjoma-
towi determinacji, do ktérego okreslenia wykorzystuje sie teorie gier
nieskonczonych. Podajemy sformulowanie tego aksjomatu, pewne
rownowazne formy oraz konsekwencje. Krotko zostaje réwniez zrefer-
owany problem niesprzecznosci oraz niezaleznosci tego aksjomatu
od pozostalych aksjomatow teoriomnogosciowych. Praca konczy sie
dowodem jednej z bardzo interesujacych konsekwencji aksjomatu de-
terminacji, a mianowicie mierzalnosci wszystkich zbiorow na proste;j

wzgledem miary Lebesgue’a.
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Terminologia i oznaczenia.

Przez przedziat na prostej rozumiemy przedzial postaci [a, b], gdzie
—00 < a < b < 400. Zbior liczb rzeczywistych oznaczamy przez R.

Przestrzen nieskonczonych ciagdéw liczb naturalnych w* z metryka

p(s,t) = (min{n:s, #t,} + 1), (s#1)

nazywamy przestrzenia Baire’a. Przestrzen Cantora 2“ jest pod-
przestrzenia w®. w<¥ oraz 2<* oznaczaja zbiér skonczonych ciagéw (w
tym réwniez ciag pusty) elementéw zbioréw odpowiednio w i {0,1}.
Niech s = (sg,81,.--,8.),0 = (Po,P1s---,Pm) € w¥. Przez s *p
oznaczamy ciag (So, .-, Sn, Doy - - - s Pm)-

Przez A°, A’ A oznaczamy odpowiednio wnetrze, dopelnienie oraz
moc zbioru A.
2o = 9w,
(X ={AC X : A=Yy}

Przez m oznaczamy jednowymiarowa miare Lebesgue’a.

WAC oznacza nastepujaca stabsza wersje aksjomatu wyboru AC:

Dla kazdej rodziny zbiorow niepustych F takiej, ze F < Ry oraz

UF < 2% jistnieje funkcja wyboru.
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§1. Gra Banacha-Mazura.

Gra Banacha-Mazura jest jednym z wielu przykladéw matematy-
cznych gier nieskonczonych. Zostala wymyslona przez S.Mazura, ale
podstawowe twierdzenie dotyczace tej gry udowodnit Banach (stad
nazwa). Zasady tej gry opisujemy ponizej.

Rozwazmy przedzial I, na prostej oraz pewien wyrdzniony jego
podzbiér A. W grze uczestniczy dwoch graczy: gracz (I) i gracz (I1).
Gre rozpoczyna gracz (1), ktéry wybiera przedzial I zawarty w .
Ruch gracza (II) polega na wyborze przedziatu I C [;. Nastepnie
gracz (I) wybiera I3 C Io, itd. W ten sposéb gracze okreslaja
nieskoniczony ciag zstepujacych przedzialéw (I,)ne. (clag ten nazy-
wamy wynikiem gry), przy czym przedzialy o indeksach nieparzystych
zostaly wybrane przez gracza (I), pozostale zas przez gracza (I1I). Gra

jest wygrana przez gracza (I), jesli
o
N I,NA#0D.
n=0

W przeciwnym przypadku wygrywa gracz (I1). Gre z tak okreslonymi
regulami oraz wyréznionymi przedziatlem Iy i zbiorem A oznaczymy
przez (ly, A).

Jak w przypadku np. gier karcianych, tak rowniez w przypadku
matematycznych gier nieskonczonych powstaje pytanie, jak gracze
"powinni gra¢”, aby by¢ pewni swojej wygranej, i czy w ogodle ist-
nieje taka "zwycieska metoda gry” dla ktoregos z nich. Metode, na
podstawie ktorej dany gracz bedzie dokonywal wyboréw nazwiemy
strategia danego gracza. Moéwiac §¢isle: strategia gracza (I) nazy-

wamy funkcje f okreslona na zbiorze {(ly, I1,...,loy) : [p 2 [1 2 ... 2



I5,,n € w} o warto$ciach w zbiorze {I : I C Iy} speliajaca warunek:

(1) flo, ..., Is) C Iy, (n € w).

Podobnie okreslamy strategie dla gracza (II). Jest to funkcja
g:{(lo, 1, .. Iopy1) : Ly 2L 2 ...2 Ihn,n€wr — {I:1C Iy}
o wlasnosci

(2) f(](), N ]2n—|—1) - ]2n—|—1 (TL € W).

Strategie f nazwiemy zwycigska dla gracza (I), jesli gracz ten
grajac zgodnie z ta strategia (tzn. wybierajac w swoim n-tym ruchu
przedzial f(lo, I, ..., I2,-1)), gdzie Iy, ..., I9,_1) wczesniej wybrane
przedzialy) wygrywa bez wzgledu na to jak gral (II). Podobnie
okreslamy zwycieska strategie dla gracza (II). Teraz wcze$niejsze py-
tanie mozemy sformutowaé nastepujaco: czy w grze (Iy, A) istnieje
zwycieska strategia dla ktéregos z graczy? Oczywiscie odpowieda na
to pytanie bedzie zalezala od wlasnosci zbioru A.

Zbior A C Iy nazywamy zdeterminowanym dla gracza (I) w
grze (I, A), jesli istnieje zwycieska strategia dla (I). Méwimy wt-
edy réwniez, ze gra (Iy, A) jest zdeterminowana dla (I). Analogicznie
okreslamy zbidr zdeterminowany dla gracza (II).

Ponizej podamy twierdzenie charakteryzujace zbiory zdeterminowa-
ne dla (II) w grze Banacha-Mazura (patrz [13], Tw 6.1).

Twierdzenie 1. Gracz (II) posiada zwycieska strategie w grze (Iy, A)

wtedy i tylko wtedy, gdy A jest zbiorem I-kategorii.



Dowdd.

(<)

Zaltozmy, ze A jest zbiorem I-kategorii. Czyli A = U2, I, gdzie
A, jest zbiorem nigdziegestym dla n = 0,1,.... Zdefiniujemy teraz
zwycieska strategie dla (II).

Niech Iy, I4,. .., Is,+1 bedzie ciagiem przedziatow takim, ze I, 1 C I;.
Poniewaz zbior A, jest nigdziegesty, wiec istnieje przedziat Iy, .o C
I5,1 roztaczny z A,.
Kladziemy g(lo, I1, . .., Iont1) := Ion1o. Okreslilismy wiec strategie dla
gracza (II). Uzasadnimy teraz, ze jest to strategia zwycieska.
Niech (1,,)pe, bedzie wynikiem gry (Iy, A). Jesli (II) gral zgodnie z g,
to

2 NA, =0 (new).

Stad i z tego, ze (I,)new jest ciagiem zstepujacym otrzymujemy
QlkﬂAn:Q) (n € w).
A poniewaz A = U A, wiec
NI, NA=10.

To znaczy, ze g jest zwycieska strategia dla (II).
(=)

Niech bedzie dana zwycieska strategia g dla gracza (II). skon-
strutujemy najpierw ciag przedziatéw J; C I§ (i € w) o wlasnoéciach:
(i) K% (I, J;) sa wzajemnie roztaczne dla i € w,

(ii) zbiér U K jest gesty w Ij.

Konstrukcja.



Niech § = (Sp, S1, ..., S0, -..) bedzie réznowartosciowym ciagiem

wszystkich przedzialéw o koricach wymiernych zawartych w IJ.
TS,

Zalézmy, ze zostaly zdefiniowane przedziaty Jy, Ji,..., J,.
Niech lndéf min{i : S; C Ip \ (KoUK U...UK,)}. Wowczas

def
Jn—H = Sln-

Jn11 jest pierwszym z elementow S rozlacznym z kazdym z przedzialow
K;,dlai=0,1,...,n.
W ten sposéb skonstrutowalismy ciag (J;)ie,. Pokazemy, ze spelnia on
wlasnosci (i) oraz (ii).
ad(i). Niech 7,5 € w oraz i < j. Poniewaz K; C I\ (KoU...UK; U
LUK ), wiec

K;NnK;=0.

ad(ii). Przypusémy niewprost, ze zbiér U K? nie jest gesty w Iy. To

znaczy, ze istnieje przedziat L C [ taki, ze
UK)NL=0.

Niech {;%¢ min{: : S; C L}. ), jest pierwszym z przedzialéw w ciagu
S, ktéry zawiera sie w L. Poniewaz S;, C Iy \ (KoUK jU...UKj, 1),
wiec

Sy £ J; (i=0,...1—1).

A stad i z definicji (J;);e, wnioskujemy, ze

g, =S,



Dalej mamy
UK)NL)DK)NL=K] #0  (sprzecznosc).

Dla kazdego z przedzialéw K; z osobna mozemy teraz okresli¢
ciag przedzialéw (J;;) e, taki, ze Kijdéfg(]o, Ji, Ki, Jij) sa wzajemnie
roztaczne dla j € w oraz zbior U; K?j jest gesty w K?. Poniewaz U; K?
jest gesty w Iy, wige U; K?j jest gesty w [y. Postepujac tak dalej
zdefiniujemy indukcyjnie dwie rodziny (Ji, i, Jnivew 0raz (K i )n.ivew

o witasnosciach:

(3) Kio...in = 9(]0, Jim Kim cee Jio...in);

(5)

Vo ((KZOM jest rodzina roztaczna i | KZ%Z” jest gesty w IO).

io...Zn

Pokazemy teraz, ze dla dowolnego ciagu liczb naturalnych (i,) za-
chodzi N, K;, ; NA=10.
Ustalmy (i,,) € w*. Przyjmijmy

Iopi1 = Jiy. i,y long2 = Kiy i, n € w.

Poniewaz zstepujacy ciag (I,,) jest wynikiem gry (I, A), w ktorej (II)

grat zgodnie z g, wiec

N Kiy..i. NA=10.

n



Niech teraz G,% Uig..in K¢ i dla n € w. Oznaczmy przez E zbiér

N, G,. Pokazemy, ze EN A = ().
Niech z € E, czyli V,, x € G,,. Z whasnosci (3), (4) i (5) mamy, ze

El(m-) Vi x € KY

ng...Ng "

NA=

wigc x € Iy \ A. Wobec dowolnosci x

Na podstawie wczesniejszego rozumowania wiemy, ze N Ky, n,

0. A poniewaz x € Ny K},

Lng?

mamy FE C I\ A. Dalej otrzymujemy
A=1Io\ (o \A) S Ih\ E=Uo\ Gn).

7Z tego, ze G, jest zbiorem otwartym i gestym (wlasnosé (5)) otrzymu-
jemy, ze Iy \ G, jest domknietym zbiorem brzegowym, a wiec zbiorem
nigdziegestym. A wobec tego A jest zbiorem I-kategorii. ]
Twierdzenie 1 méwi, ze zbiory zdeterminowane dla (II) sa zbiorami
malymi w sensie kategorii. Ale czy zbiory te sa male réwniez w sensie

miary?

Twierdzenie 2 (Zindulka). Kazda przestrzen metryczna X bez
punktow izolowanych, dla ktorej jest okreslona skonczona miara
borelowska p, mozna rozbi¢ na sume dwoch zbiorow: I-kategorii i

[-miary zero.

Nam wystarcza twierdzenie w przypadku gdy X jest przedzialem, a
to jest
oczywiste. Wystarczy wzia¢ dowolny zbior typu Gs miary 0 zaw-
ierajacy zbior liczb wymiernych oraz jego uzupelnienie.

Twierdzenie 2 wynika z dwoéch lematow, ktore sformutujemy i

udowodnimy ponizej (patrz [16]).



Lemat 1. Jesli przestrzen metryczna X zawiera podzbior I-kategorii
gesty i1 u jest borelowska miara skonczona, to X mozna rozbi¢ na sume

dwoch zbiorow: I-kategorii i pu-miary zero.

Dowod.

Niech A bedzie zbiorem I-kategorii gestym w X. Mozemy przyjac,
ze A = UA,, gdzie A, domkniety i nigdziegesty, czyli A jest typu
F,. Uzasadnimy teraz, ze istnieje zbiér G' € G; taki, ze A C G oraz
u(A) = p(G). Poniewaz A, jest typu Gy, wiec dla kazdego ¢ € w
istnieje zbiér otwarty G, ; 2 A, o wlasnosci pu(Gpi) < u(A,) + ﬁ

Jesli teraz zdefiniujemy GZ = Up Gy, oraz G 1= éi, to otrzymamy

w(G) < p(Gy) = nUAn) + (U Gni \UAn) <

< U A + (UG \ 40) < plA) + - dia kaidego i

n
To znaczy, ze u(G) = u(A). Zdefiniujmy zbiory X ¥4 U@ oraz
X, ¥q \ A. Tworza one szukane rozbicie. Rzeczywiscie. X, jest
p-miary zero, a X; jest I-kategorii, gdyz G’ jest I-kategorii jako
uzupelnienie zbioru gestego typu Gj. n

Lemat 2. Kazda przestrzen metryczna X bez punktow izolowanych
zawiera podzbior I-kategorii gesty.
Dowaéd.

7, wlasnosci przestrzeni metrycznej wiadomo, ze X posiada baze
o-dyskretna (patrz [2], roz.4 §4 Tw.2), tzn. taka baze B = UDB,, ze

vn vaX E|U70toczx {B S Bn :BNU 7£ Q)} S 1.

7



Niech zp € B dla kazdego B € B. Okreslamy
A 2y BeB,) (new) oraz AY|JA,.

Z whasnosci B,, wynika, ze A, nie ma punktow skupienia. Stad X \ 4,
jest gesty w X (X nie ma punktéw izolowanych). Wobec tego A, jest
nigdziegesty, wiec A jest I-kategorii. 7 definicji A wynika, ze jest on
gesty.

Twierdzenie 2 daje odpowieda na wcze$niej postawione pytanie. Ist-
nieje Ag C Iy I-kategorii i taki, ze m(Ay) = m(ly). A to znaczy, ze (II)
ma zwycieska strategie w grze (I, Ag). Jest to ciekawe z tego powodu,
ze "zadaniem” gracza (II) jest "omina¢” dany zbidr, a okazuje sie to
mozliwe w tym przypadku, mimo duzej miary Aj.

Przed podaniem twierdzenia charakteryzujacego zbiory zdetermi-

nowane dla (I) zdefiniujemy pojecie zbioru I-kategorii w punkcie.

Definicja. Zbior F C R nazywamy I-kategorii w punkcie x € R, jesli
istnieje otoczenie U, punktu x takie, ze zbior U, N E jest I-kategorii
w R.

Zbiér punktéw x € R, w ktérych E jest I-kategorii oznaczymy przez
E;.
Dobrze znane sa nastepujace fakty (patrz [6], roz.12 §8).

Fakt 1. Zbior E; jest zbiorem otwartym.

Dowod.

Jesli x € Ej oraz U, takie otoczenie z, ze U, N E jest I-kategorii, to
U, C E. |



Fakt 2. Zbior E'U E; nie jest zbiorem I-kategorii w zadnym punkcie,
tzn.
(EUE=0.

Dowdd.
Przypusémy, ze (E'U Ef); # 0. Istnieje wiec © € R oraz otoczenie

U, punktu z takie, ze
U, N (EUEy) jest I-kategorii.

Kazdy podziér R otwarty i niepusty jest II-kategorii, wiec U, NE} = ()
(ET jest otwarty-Fakt 1). Dalej, poniewaz U, N E jest I-kategorii, wiec
x € Ey, co jest sprzeczne z tym, ze U, N E; = (). B

Fakt 3. Zbior E N E; jest zbiorem I-kategorii.

Dowdd.

Rozpatrzmy nastepujaca rodzine
W = {I : I -przedzial o konicach wymiernych i I N E jest I-kategorii}.
7, okreslenia widac, ze jest to rodzina przeliczalna. Zachodzi

ENnE =EnUwW= U EnI.
Iew
Stad wynika, ze £ N Ey jest I-kategorii. ]
Twierdzenie 3 !. Gracz (I) posiada zwycieska strategie w grze
(Iy, A) wtedy i tylko wtedy, gdy Iy \ A jest zbiorem I-kategorii w

pewnym punkcie I.

Ipatrz [13], Tw. 6.2



Dowdd.

Niech f bedzie zwycieska strategia gracza (I). Mozemy przyjaé, ze
|f(Lo, ..., Iopso)| < %‘]2n+2‘ dla dowolnego ciagu Iy 2O ... D Io, 0.
Woéwezas funkcja g([q, ..., [2n+2)d§ff([0, LI, ..., Io,10) jest strategia
gracza (II) w grze ([, \ A), gdzie Iy = f(lp). Jesli ciag
(I, I, ..., I,,...) jest zgodny z g, to N° I, N A =nNF I, NAF#(, ale
poniewaz N3° I, jest jednoelementowy (|(1,,)| — 0), wiec N° [, C A. A
to znaczy, ze g jest zwycieska strategia (I1). Czyli I\ A jest I-kategorii
(Tw. 1).

Z drugiej strony, jesli Iy \ A jest zbiorem I-kategorii w pewnym

punkcie Iy, to istnieje przedziat I C I taki, ze zbiér IN(Ip\A) = INA’
jest I-kategorii.
Rozwazmy gre (1,1 N A’). Oczywiscie gra (I,1 N A’) jest zdetermi-
nowana dla (II). Jesli teraz w grze (Iy, A) gracz (I) w pierwszym ruchu
wybierze przedzial I, a nastepnie bedzie gral zgodnie ze zwycieska
strategia (I1) w grze (1,1 N A’), to zapewni sobie wygrana. i

Twierdzenia Tw.1 oraz Tw.3 w pelni okreslaja zbiory, dla ktérych
jeden z graczy posiada zwycieska strategie. Zbiory o tej wlasnosci
nazywamy zdeterminowanymi w grze Banacha-Mazura. Pojawia
sie pytanie, czy istnieja zbiory niezdeterminowane. Okazuje sig, ze
(w ZFC) mozna skonstrulowaé zbior niezdeterminowany. Niech B
bedzie zbiorem Bernsteina. Wiadomo, ze kazdy ze zbioréw B i B’ ma
przekrdj niepusty z dowolnym nieprzeliczalnym zbiorem domknietym
na prostej. A to znaczy, ze dla dowolnego przedziatu I, ani I N B,
ani I N B’ nie zawiera nieprzeliczalnego zbioru typu Gs (kazdy taki

zbiér zawiera zbiér domkniety nieprzeliczalny). Z tego zas wynika, ze

10



zaden ze zbioréw I N B, ani I N B’ nie jest I-kategorii. Czyli widaé
(Tw.1, Tw.3), ze gra (Iy, Iy N B) nie jest zdeterminowana dla zadnego

7 graczy.

Twierdzenie 4 2. Jesli kazdy podzbidr I jest zdeterminowany w grze

Banacha- Mazura, to kazdy podzbior I, posiada wilasnos¢ Baire’a.

Dowod.

Niech A C I bedzie dowolnym zbiorem. Wiadomo, ze A" U (A');
nie jest zbiorem I-kategorii w zadnym punkcie (Fakt 2). Stad zbiér
A0\ (A'U(A);) nie jest zdeterminowany dla (I). Stad i z zalozenia

twierdzenia A* jest I-kategorii. Dalej mamy
A =L\ (AuA)))=LnAn((A)) =An((4)),
A=AnA)r U An((4)).

Wobec tego, aby pokazaé, ze A ma wlasno$é¢ Baire’a, wystarczy
stwierdzi¢, ze

AN ((A");) ma wlasnosé Baire’a. Dalej otrzymujemy
AN (A)r = (A)r\ (AN (A)7).

Czyli przedstawilismy A N (A"); jako réznice zbioru otwartego i I-
kategorii (A" N (A"); jest I-kategorii-Fakt 3), a to znaczy, ze AN (A');
ma wlasnos¢ Baire’a. ]

Oczywiscie twierdzenie to nie wnosi nic ciekawego, jesli przyjac
pelna wersje AC, gdyz wéwcezas jego poprzednik jest falszywy. Pow-
staje takze problem niesprzecznosci przypuszczenia o zdeterminowa-

niu wszystkich zbiorow z aksjomatami ZF. Jest to zagadnienie zlozone,

Zpatrz [9], str.208

11



a pewne rezultaty z nim zwiazane oméwiny w dalszej czesci pracy (§3
str. 26).

Na zakonczenie tego rozdzialu uogolninimy gre Banacha-Mazura.
Niech G bedzie rodzina podzbioréw [, taka, ze kazdy element G za-
wiera niepusty, otwarty podprzedziat Iy i na odwrét, tzn. kazdy nie-
pusty, otwarty podprzedziat I, zawiera element rodziny G. Ustalmy
zbiér A C Iy. Gra (ly, A,G) jest okreslona nastepujaco: gracze (I)
i (IT) wybierajac na przemian elementy G, okreslaja nieskoriczony
zstepujacy ciag (Go, Gy, .. .). Gracz (I) wygrywa, gdy ANNG,, # 0. W
przeciwnym przypadku wygrywa (II). Strategie oraz zdeterminowanie
zbioru okresla sie analogicznie jak w grze (Iy, A). Okazuje sie, ze
twierdzenia Tw.1 i Tw.3 przenosza si¢ na przypadek uogdlnionej gry
Banacha-Mazura. Twierdzenia te podajemy bez dowodu (mozna je

znalezé w [12]).

Twierdzenie 5. Gra (ly, A,G) jest zdeterminowana dla (II) wtedy i
tylko wtedy, gdy A jest I-kategorii.

Twierdzenie 6. Gra (I, A,G) jest zdeterminowana dla (I) wtedy i
tylko wtedy, gdy A jest I-kategorii w pewnym punkcie I.

12



§2. Gra szeregowa (> a,, A).

Interesujace wydaje sie rozwazenie nastepujacej gry nieskonczonej.
Niech Y a, bedzie zbieznym szeregiem o wyrazach dodatnich oraz
A C R pewnym zbiorem. Gra polega na wybieraniu na przemian
przez dwoch graczy nieujemnych liczb rzeczywistych, przy czym liczba
wybrana w n-tym ruchu nie moze by¢ wieksza od a,. Podobnie jak
w §1 graczy oznaczymy przez (1) i (II) ( gre rozpoczyna (I) ). Gracze
w wyniku rozegrania gry okreslaja szereg > b, taki, ze 0 < b, < a,
(n € w). Poniewaz ¥3° b, < ¥0° a,,, wiec szereg X b, jest zbiezny. Gre
wygrywa (1), gdy >¢°b,, € A, w przeciwnym przypadku wygrywa gracz
(IT). Tak okreslona gre oznaczymy przez (¥ a,, A). Poniewaz suma
szeregu > b, nalezy do przedziatu Iy, := [0,X]° a,], wigc bedziemy
rozwazac tylko zbiory A C Iy, .

Powré¢émy do gry Banacha-Mazura. Zmodyfikujmy zasady gry
(Iyq,, A) przez narzucenie warunku na dlugosé przedzialéw wybier-
anych przez graczy. Niech |I,|=X32, ar (n = 1,2,...). Tak zmody-

fikowang gre oznacza¢ bedziemy przez (Ix, , A, > ay).

Fakt 1. Gra (X an, A) jest zdeterminowana dla (I) ( (II) ) wtedy i
tylko wtedy, gdy gra (Is,, , A, a,) jest zdeterminowana dla (I) ( (II)

).

Zanim udowodnimy ten fakt podamy okreslenie strategii w grze

(X an, A). Sa to odpowiednio funkcje

f:A0YU U[0,a0) X ... x[0,a9,11] — R,

new

g: U[0,a0] x...x[0,a2,] — R

new
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spelniajace warunki:
f(@) €[0,a0], f(xo,...,%241) € [0,a2n42] (n € w),

9(xo, ..., T2,) € [0,a2,41] (1 € w).
Dowod.

Niech ¥ b, i (I,) beda wynikami gier odpowiednio (3 a,, A) oraz
(Ing,, A, > a,) takimi, ze

(1) %bk — o (nEW),

gdzie c,41 oznacza lewy koniec przedzialu I,.;. Wobec tego, ze

lim ¢, € N1, oraz N1, jest jednoelementowy (|I,| — 0) otrzymujemy
(2) b, g A = NL,NA=0.
0

Réwnosé (1) wyznacza wzajemnie jednoznaczna odpowiednio$¢ mie-
dzy zwycieskimi strategiami danego gracza w jednej grze a zwycieskimi
strategiami tego samego gracza w drugiej grze. Rzeczywiscie, jesli
> by, jest zgodny ze zwycigska strategia gracza (I), to ¥°b, € A. Z
warunku (2) mamy, ze N1, N A # 0. Gdy za$ (I,,) jest zgodny ze
zwycieska strategia (I) w grze (Is, , A, a,), to N1, N A # (), wiec
wobec (2) ¥3° b, € A. Analogicznie w przypadku gracza (II).

Czyli pokazalismy, ze dla strategii zwycieskiej danego gracza w jed-
nej grze istnieje strategia zwycieska dla tego samego gracza w drugiej

grze, co dowodzi Faktu 1. B

W grze Banacha-Mazura zbiory zdeterminowane dla (II) sa I-

kategorii. Ale okazuje sig, ze w grze (Iy, , A, > a,) nawet takie zbiory
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sa "zbyt duze”, aby (II) mégt je ”ominaé¢”. Bez narzucenia odpowied-
niego warunku na szereg > a, nawet dla zbioru przeliczalnego moze

nie istnie¢ strategia zwycieska dla gracza (II).

Definicja. Mdéwimy, ze szereg - a,, spelnia wlasnosé (*), jesli istnieje

rosnacy ciag liczb naturalnych (n;) taki, ze dla kazdego i

(a2n41+a2n,43 - - ACon,2k11) T - ) > (Q2n,4+2+C2n, 14 - - A-Qop, 421+ - ).

Twierdzenie 1. Jesli szereg X a, spelnia wilasnosé (*) i A jest

zbiorem przeliczalnym, to gra (3 a,, A) jest wygrana dla (II).

Dowdd.

Niech A = (q;) i niech (n;) bedzie danym ciagiem z definicji
whasnosci (*). Mozemy przyjac, ze (n;) spetnia warunek
1

(@2n,41 + Qonig3 - .- + Qonypy—1) > §(a2ni—|—1 + Qg2 - Aok )

(wystarzy wybraé te elementy ciagu (n;), ktére spelniaja ta whasnosé,
a nastepnie przenumerowac).

Okreslimy teraz strategie g dla gracza (II).

g(xg,...,x9): =0 dla k=0,...,m9—1,

g(xOJ coee 7372]{;) = { A2k+15 gdy @ < ZO T + 2 22n1+1 (7%
0, W przeciwnym przypadku

dla k:ni,...,niﬂ—l (220,1)

Niech teraz (b,) bedzie wynikiem gry zgodnym z g, a ; dowolnym

ustalonym elementem A. Moga zajs¢ dwa przypadki.
(19 a5 < ng bn + %nguﬂ (i,
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Wtedy b = ar dla k=2n;4+1,2n;+3,...,2n;,1 — 1. Stad

2n;

00 2n; 00
b > by tagt+ .+ A2n;yq—1 > Zb + = > a, > .
0

o

(20) Q; > Zm bn + %Z%H—l an
Wtedy bp =0 dla k=2n;+1, 2n;+3,..., 2n;,1 — 1. Stad

2n; 00
Z b, < Zb + Qg2+ .o F a2+ D by <
2n441
2n; 2n; 1 oo
S an — Qop,+1 — a2n2+1 1 + Z an < Zb Z an, S 078
0 2n;+1 2n;+1

Czyli 33°b, # a;, co wobec dowolnosci «; znaczy, ze >3°b, € A.

Jesli w definicji wlasnodci (*) zastapié¢ ostra nier6wnosé przez staba,
to powyzsze twierdzenie nie bedzie prawdziwe. Podamy przykiad,

ktory to uzasadnia.
Przykiad.

Rozwazmy nastepujacy szereg

(tzn. pierwszym wyrazem jest 1, a nastepnie parami wystepuja wyrazy
szeregu - 57)

Niech A={2}. Z tak zdefiniowanymi szeregiem oraz zbiorem A,
rozpatrzmy gre (3 a,, A). Jesli gracz (I) w pierwszym ruchu wybierze
1, natomiast w kroku 2n taka liczbe bo,, aby jej suma z wczesniej

wybrana przez (II) wynosita o, wowczas w wyniku gry otrzymamy

2m
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szereg 3. b, o sumie réwnej

< 1
Do+ (b 4 bg) + .4 (bop g +bop) 4. =3 — =2
1 1 0 2n

Czyli gre wygrywa (I) (nawet zbiér jednoelementowy okazuje sie "za
duzy” dla gracza (II) ).

Poniewaz w naszym przykladzie szereg 3 a,, spelnia wtasnosé

Vi (agiy1+a2i43 . ..+ aiph1)+--.) = (a2ip2+a2i44 .. . Fa2iop+. ),
wiec zastapienie znaku 7 > 7 przez 7 > 7 w def. wiasnsci (¥)
spowoduje, ze Tw.1 nie bedzie prawdziwe.

Whniosek. Jedli istnieje rosnacy ciag liczb naturalnych (n;) taki, ze

Vi (aon,+aon,42 - - - Faonsok+...) > (G2n41+020,43 - - - FQom 241+ - )

( ta wlasnos¢ szeregu oznaczymy przez (**) ) oraz zbior Is,, \ A jest

przeliczalny, to gra (¥ a,, A) jest wygrana dla (I).

Dowod.

Wystarczy rozpatrzyé gre (X a),, A*), gdzie
a a0 (new), AYg, \A

Szereg Y a,, spelnia wlasnosé (*) i zbidr A* jest przeliczalny, wiec
z Tw.l gra (T al,A*) jest wygrana dla (II). Jesli teraz w nasze]
wyjsciowej grze (I) wybierze w pierwszym ruchu by = 0, nato-
miast dalej bedzie grat zgodnie ze zwycieska strategia (II) w grze
(X al, A), to suma otrzymanego szeregu > b, bedzie elementem zbioru

I, \ A"'=A. g
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Na podstawie powyzszego wniosku oraz Tw.l mozna stwierdzi¢, ze
jesli szereg ¥ a,, spemia wlasnosci (*) i (**), to rodzina zbioréw zde-
terminowanych w grze szeregowej zawiera o-cialo generowane przez
zbiory przeliczalne. A to znaczy, ze rodzina ta ma moc co najmniej
2%,

W dalszej czesci tego paragrafu ograniczymy sie do przypadku, gdy
szereg Y. a, jest szeregiem potegowym. Zauwazmy, ze szereg potegowy
Yo (a € (0,1)) spelnia obie wczesniej okreslone wlasnosei (((*) i (**)
), gdyz

View (@ +a™ +a™ 4 ) > (o + a1 4 )
Dla tego typu gier podamy przykitad zbioru zdeterminowanego dla
gracza (I).
Definicja. Liczbe x € R nazywamy Zle aproksymowalna (ang. badly
approximable), jesli istnieje stala ¢ > 0 taka, ze
c
?7
dla dowolnych liczb catkowitych p,q (q # 0).

|:(:—]2\>
q

Zauwazmy, ze w powyzszej definicji wystarczy rozpatrywaé liczby
wzglednie pierwsze. Jesli % = %, przy czym NW D(p,q) = 11 |x—§\ >

C
?, to
C

C .
> = >, gdyz || <|ql.
1

41 q q q
Wiadomo, ze liczba niewymierna jest zle aproksymowalna wtedy i

tylko wtedy, gdy mianowniki jej utamka tancuchowego sa ograniczone
(patrz odnosnik w [14], str. 178). Czyli przyktadem liczby Zle aproksy-
mowalnej jest liczba /2, gdyz v2 = [1;2,2,2,.. ].
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Zbior liczb zle aproksymowalnych oznaczymy przez ©.

Interesujaca jest nastepujaca wiasnos¢ zbioru ©.

Fakt 2. © jest zbiorem I-kategorii.

Dowod.

Pokazemy, ze © = U©,,, gdzie ©, nigdziegesty. Zdefiniujmy
]_ 72}.

q
n+1
Rownosé © = UO,, oczywiscie zachodzi. Teraz uzasadnimy, ze zbior

p
@n:{x:V§q¢0 |x—q|>

O, jest nigdziegesty (n = 0, 1,...). Niech I dowolny przedzial. Istnieje
]?; c I'. Wéwezas przedziat 1N [g — n%rlq_z,g + n%rlq_Q] jest roztaczny

z ©,, co dowodzi nigdziegestosci ©,,. g
Twierdzenie 2. O jest zbiorem miary Lebesgue’a zero.

Twierdzenie to podajemy bez dowodu (patrz odnosnik w [15] str. 178).
Niech o € (0,1) bedzie dowolne ustalone. Przez ©, oznaczymy
Zbiér [Ean ﬂ @

Twierdzenie 3 3. Gra (X a", 0,) jest wygrana dla (I).

Przed przystapieniem do dowodu wprowadzimy pewne oznaczenia i
podamy pomocniczy lemat.
vi=(1-a)%
Gy, by, s, Oznaczaja odpowiednio lewy i prawy koniec oraz srodek
przedziatu I, ;
pi = a'p, gdzie p = X5° o
L(I,) oznacza przedzial o dtugosci «|I,| i lewym koncu takim jak I,,,

czyli L(I,) = [an, an + ap,);

3dowdd tego twierdzenia jest wzorowany na dowodzie Tw.3 w [14]
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analogicznie P(I,) := [b, — apy, by)].
Niech ng i ty takie liczby naturalne, ze
o2

ngy jest parzystai p,, < W ]

< (" < 5

o’y
2
(istnienie tych liczb wynika z tego ,ze 0 < a < 1 oraz p,, — 0).

Niech R :=a " oraz § := {pn,7-

Przy takich okresleniach mozemy juz podac

Lemat. Jesli |I| < o®"op, , to istnieje co najwyzej jeden ulamek

nieskracalny g taki, ze

)
R'"<qg< R" oraz F,e; \x—]—?\g—Q.
q q

Dowdd Lematu.

Przypus$émy, ze istnieja dwie rézne liczby wymierne ]?; i % takie, ze

0 )
Rn S QaQI < Rn+1 oraz Elx,xlel ‘l’ - ]Bl S 72 ’xl - ]2’ S "9
q q q a1

Wowczas mamy

p D p p1 _ _
e e e B Y e I (R o R R T
q9 @ q 41
S 25R72n + Oé2nt0,0n0 — 25R72n + R—anno S QpnORon S
1 1,

7, drugiej strony
Loy 1 pamy

qa q a4
Otrzymalismy sprzecznosé, co dowodzi Lematu. g

Dowdd Twierdzenia 3.
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Wobec Faktu 1 wystarczy udowodnié, ze gra (Isan, ©4, > a™) jest
wygrana dla gracza (I).

Przedzialy I, 1Is,...,1,,-1 gracz (I) moze wybiera¢ w dowolny
spos6b. Podamy teraz jak (I) powinien wybieraé¢ przedzialy I,,,+2nt,+1,
Lngronto+3s - -+ 5 Ingr2(nriyte—1 dlan € w.

Niech n € w dowolne ustalone. 7 lematu wiemy, ze istnieje co

najwyzej jeden utamek nieskracalny g taki, ze
R"<gq< R,
D o
lz—=| < .

q q
Czyli elementy x € I, 1214, ktOre maja powyzsza wiasnos¢ musza

xe[n0+2nt0

naleze¢ do pewnego przedziatu C,, o dlugosci

Cn| < 2(5 < 25R™2 = 2500 < 9Pty _ TPnotinty
q 4 2

Moga zajs¢ dwa przypadki: albo srodek C), lezy po prawej albo
po lewej stronie Srodka przedziatu I, i9,:,. Rozpatrzmy pierwsza

mozliwosé. Wowcezas

7Y Pro+2nt

€ Ch =T 2> Spytont, — 1

W tym przypadku

def
Lngronty+2k+1 = L(Ingpontgrok)  dla k=0,1,... ¢t — 1.

Wobec takiego okreslenia mamy

1
3n0+2nt0—|—1 — 5n0+2m‘0 - ipng—l—2nt0(1 - O[),

5n0+2nt0+2 S 5n0+2nt0+1 + ipn0+2nt0(1 - CY)OC S
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1 1
< Sno+2nty — §pn0—|—2nt0((1 - Oé) - (1 - Od)Ck) = Spo+2nty — §pn0+2m€0’7-

Stad mamy, ze Sp,tonto+2 < Sng+ont,- Analogicznie otrzymujemy

Sno+2nte+2i < Sno+2nte+2(i—1)s T = 2,...,%.
Stad
1
Sng+2nto+2to S Sno+2nto+2 S Sno+2nty — ipno+2nt07-
Zatem
1 1 2%
bn0+2nt0+2t0 S S?’Lo—l—Qnto — §pno+2nt07 + §p7’bo+2nt0& <
1 1 1

< Snpt2nto = 5 Pro+2ntyY + g Prot2nte) = Snotante = 5V Pro+2nty-
Stad wynika, ze C), jest roztaczny z I, o(ny1)t,-
Jesli zachodzi drugi przypadek (tzn. srodek C), lezy po lewej stronie
srodka I, 1ont, ), to okreslamy

def
Lngrontyroki1=P(Lngrontyror) dla k=0,1,..., ¢ — 1.

Podobnie jak w pierwszym przypadku mozemy uzasadni¢, ze C), jest
roztaczne z I yo(ms1)ty-

Niech teraz ciag ([,,) bedzie wynikiem gry, w ktérej (I) gral zgod-
nie z wyzej opisana strategia oraz g (¢ > 0) bedzie dowolna liczba
wymierna. Wéweczas istnieje n takie, ze R" < g < R""!. Ze sposobu

okreslenia strategii wynika, ze
pp_ 0 .
|z — q‘ > 7 dla wszystkich @ € I, 1 o041)1,-

To dowodzi, ze gra (Isan, On, > ™) jest wygrana przez (I). g
Powyzsze twierdzenie jest interesujace, gdyz wskazuje, jak narzuce-

nie warunku na diugosé¢ przedzialéw w grze Banacha-Mazura zmienia
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wlasnosci tej gry. Wiemy, ze jesli A jest I-kategorii, to gra (I, A)
jest wygrana dla (II). Okazuje sie, ze w grze (Iy, , A,> a") gracz (1)
moze posiadaé¢ zwycieska strategie nawet w przypadku, gdy A jest

[-kategorii.
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§3. Aksjomat determinacji.

3.1 Sformulowanie.

Aksjomat determinacji AD zostal sformulowany przez H.Steinhusa
oraz J.Mycielskiego w roku 1962 (patrz [10]). W celu sformutowania
tego aksjomatu rozwazymy nastepujaca gre nieskonczona. Niech
X bedzie danym zbiorem. Ustalmy podzbiér Y C X“ (czyli YV
jest pewnym zbiorem nieskonczonych ciagéw elementéow zbioru X).
Reguly gry Gx(Y) sa nastepujace: gracze (I) i (II) na przemian
wybieraja elementy zbioru X (rozpoczyna gracz (I1)). Czyli w wyniku
rozegrania gry gracze okreslaja ciag (xrg,r1,...) € X Gra jest
wygrana przez (I), gdy ciag ten jest elementem zbioru Y, w przeci-
wnym przypadku wygrywa (II). Oczywiscie w tym przypadku strate-
giami beda funkcje o wartosciach w zbiorze X i okreslone na zbiorach:

UX?  w przypadku gracza (I),

UX**  w przypadku gracza (II).

Podamy teraz pewne fakty dotyczace gry Go(Y') (2 = {0, 1}). Prob-
lem charakteryzacji zbiorow zdeterminowanych w tej grze zaangazowat
wielu matematykow. Mycielski i Zieba udowodnili, ze dla kazego
podzbioru Y otwartego lub domknietego w przestrzeni Cantora 2¢
gra Go(Y) jest zdeterminowana. Dalej dowodzono zdeterminowanie
tej gry dla wiekszych rodzin zbioréw (F,, Gs, Fys, Gss). Bardzo
trudny okazat si¢ problem zdeterminowania zbioréw borelowskich. Po
parudziesieciu latach od postawienia tego problemu Martin udowodnit
(w ZFC), ze dla kazdego zbioru borelowskiego Y C 2¥ gra Go(Y') jest

zdeterminowana. Dowodd tego twierdzenia jest trudny, ale jego idea
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polega na okredleniu réwnowaznej gry na zbiorze otwartym.*

AKSJOMAT DETERMINACJI AD. Dla kazdego podzbioru
Y C 2¥ gra Go(Y) jest zdeterminowana (tzn. jeden z graczy posi-
ada strategie wygrywajaca).

Zauwazmy, ze istnienie strategii wygrywajacej dla (I) w grze Go(Y)

mozemy wyrazi¢ nastepujaco:
Jpo Vo, oy Yoy .. (z) €Y.

Podobnie mozemy wyrazi¢ istnienie zwycieskiej strategii dla (II)
Vo Juy Vo, uy oo (T0) €Y.

Wobec tego pewnym argumentem za przyjeciem aksjomatu detemi-
nacji moze by¢ prawo logiczne 3,V, P V V,3,-FP. Oczywiscie moze to
mie¢ wplyw tylko na ”prywatny” stosunek matematyka do tego aksjo-
matu, natomiast problem miejsca AD wsrdd pozostatych aksjomatéw
teorii mnogosci (niesprzeczno$é,niezaleznosé -zagadnienie to oméwimy

dalej) wymaga juz doglebnych badan.

3.2 Pewne réwnowazne formy oraz konsekwencje AD.
Zmodyfikujmy gre Gx(Y) nastepujaco: w grze G%(Y) gracz (I)
moze wybiera¢ dowolny skoriczony ciag elementéw zbioru X (réwniez
pusty), w grze G5 (Y) obaj gracze wybieraja dowolny skonczony nie-
pusty ciag elementow zbioru X. Oznaczmy przez Ax(Y) zdanie: gra
Gx(Y) jest zdeterminowana. Analogicznie rozumiemy A% (Y') oraz

A¥(Y). Natomiast napisy Ax, A%, A¥ oznaczaja: dla kazdego

4informacje na temat prac zawierajacych dowody mozna znalezé w [15], str. 237
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podzbioru Y C X“, odpowiednio Ax(Y), A% (Y), A¥(Y) (przy takich
oznaczeniach mamy: AD oznacza Aj).
Okazuje sie, ze gra G5 (Y) jest SciSle zwiazana z gra Banacha-

Mazura na przedziale jednostkowym. Okreslamy funkcje
¢:2° —[0,1]

wzorem

Wéwczas mamy

Twierdzenie 1. Dla kazdego Y C 2¥ zachodzi: gra G5 (Y) jest
wygrana dla (I) ( (II) ) wtedy i tylko wtedy, gdy gra ([0, 1], ¢(Y))
jest wygrana dla (I) ( (II) ).

Dowdd.

Udowodnimy twierdzenie w przypadku gracza (I) (w przypadku
gracza (II) dowdd jest analogiczny). Na wstepie zauwazmy, ze mozemy
rozwazaC uogolniona gre Banacha-Mazura, w ktorej gracze wybieraja
przedzialy z rodziny G = {I(s) C [0,1] : s € 2<%\ {0} }, gdzie I(s)
(s = (xo, 21, . ..,T,)) oznacza przedzial o lewym koncu 0.zox; ... 2, W
rozwinieciu dwéjkowym i o dlugosci 27". Wynika to z twierdzen Tw.5
i Tw.6 z paragrafu 1.

(=)

Zalézmy, ze gra G3*(Y') jest wygrana dla (I), tzn. (I) ma zwycieska
strategie. Rozpatrzmy teraz gre ([0,1],¢(Y),G). Niech gracz (I)
rozpoczyna od wyboru przedziatu I(sg), gdzie sy jest skoriczonym

ciagem 0 i 1 wybranym w poczatkowym ruchu gracza (I) w grze
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G5 (Y). Jesli teraz gracze okreslili juz przedzialy I(sg),I(so *
$1)y. ., L(So%...%S9x11) to gracz (I) w swoim kolejnym ruchu wybiera
przedzial I(sg*. . .*Sopi1%Soki2), gdzie Sopio jest wyborem zgodnym ze
zwycieska strategia gracza (1) w grze G5*(Y) nastepujacym po ruchach
S0y S1, - - -5 S2k+1- W ten sposob okredliliSmy strategie gracza (I) w grze
([0,1],(Y),G). Uzasadnimy, ze zapewnia ona wygrana gracza (I).
Niech (xg, Z1,...)=Sg * ... % Sop11 * Sopro * ... (S0y- -, S2kt1, S2%ks2y- - -
jest wynikiem gry zgodnym z wyzej okreslona strategia). Wiadomo,
ze (xo,1,...) € Y. Poniewaz M I(so * ... * 5) ={27 5itr ), wige
M I(sg*...%xs)N@(Y) #D, co koriczy dowdd implikacji (=).

(<)

Okreslimy zwycieska strategie dla gracza (I) w grze G5*(Y') (przy
zalozeniu, ze taka istnieje w grze ([0,1],¢(Y),G)). Mozemy przyjac,
ze zbior Y nie zawiera ciagow, ktore sa od pewnego miejsca state. Ta-
kich ciagéw jest przeliczalna ilos¢, a zbiér przeliczalny nie wplywa na
zdeterminowanie zbioru w grze ([0, 1], ¢(Y'),G) (tzn. zbiér zdetermi-
nowany dla (I) ( (II) ) powiekszony lub pomniejszony o przeliczalna
ilo$¢ elementéw pozostaje zdeterminowany dla (I) ( (IT) ) ) (Tw.5,
Tw.6).

Na poczatku gracz (I) wybiera sy € 2<¢ \ {0} taki, ze przedzial
I(s0) jest przedzialem wybranym w pierwszym ruchu gracza (1) w grze
([0,1],6(Y), G) zgodnym z wygrywajaca strategia. Zaldézmy, ze gracze
okredlili sg, s1, ..., Sopr1. Wtedy gracz (I) wybiera taki ciag sopio, ze
przedzial I(sgx*...*s99) jest przyporzadkowany ciagowi przedzialéw
I(s0), I(so*81),...,1(S0%*...% Sory1) pPrzez wygrywajaca strategie w
grze ([0,1],0(Y),G). Jedli teraz sg, s1,... jest wynikiem gry G (Y)
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zgodnym z wyzej opisana strategia, to mamy
S

> e dY).

1=0
A to znaczy, ze

(X0, 1,...) =Sg*S1%... €Y,
gdyz o~ (¢(Y) =Y. m
7 powyzszego twierdzenia wynika nastepujacy
Whniosek. Zdanie A% jest rownowazne zdaniu, ze dla kazdego zbioru
A C[0,1] gra ([0,1], A) jest zdeterminowana.
Dowéd.

Implikacja w prawa strone wynika tatwo z wtasnosci

$(¢~'(A)) = A,
(kazdy zbiér A C [0, 1] jest obrazem zbioru ¢~ (A) przy odwzorowaniu
¢)
Implikacja w przeciwna strone jest oczywista. B

W 81 (str. 9) pokazaliSmy, ze przy zalozeniu AC istnieje zbidr
niezdeterminowany w grze Banacha-Mazura. Wobec tego powyzszy
wniosek implikuje, ze przy zalozeniu AC istnieje taki zbiér Y, ze gra
G5*(Y) jest niezdeterminowana.

Zachodza (w ZF) nastepujace zaleznosci:
1) A = A, = A = A7 < A" A = A.

(widaé stad, ze aksjomat detrminacji AD jest réwnowazny kazdemu ze
zdan A, dla n < w) Implikacje A, = A,,, A = A" oraz A’ —=
A’ wynikaja z nastepujacego ogélnego twierdzenia prawdziwego w ZF

(ktére podajemy bez dowodu):
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Twierdzenie 2°. Jesli X; > 2, X5 jest dobrze uporzadkowany oraz
istnieje funkcja z Xo na X, to Ax, = Ax,, A, = AY 1 A%, =
Ak, -

Udowodnimy teraz niektére z pozostalych implikacji.

Dowéd A, — A,,.

Zauwazmy, ze wobec Twierdzenia 2 wystarczy pokazaé, ze Ay —>
A,. Niech Y} C . skonstruljuemy zbiér Y, C 2¥ taki, ze As(Ys) =
A, (Y1). Niech © C 2% bedzie zbiorem ciagéw, w ktérych 0 wystepuje
nieskonczenie wiele razy na parzystych oraz nieparzystych miejscach.
Zdefiniujmy

firg: Q— w dla i € w

nastepujaco:

9(s)E min{n : s, = 0},

fo(s)Eg(s),
fi(s)Eg(s*=Hh) dla i > 1,

przy czym dla s = (sg, s1,...) przez s" oznaczamy ciag (Sn, Spii,---)
(fo(s) okresla iloé¢ kolejnych 1 na poczatkowych parzystych miejs-
cach, fi(s) ilos¢ kolejnych 1 wystepujacych na nieparzystych miejs-
cach po pierwszym 0 na miejscu parzystym, fs(s) ilos¢ kolejnych 1 na
parzystych miejscach po pierwszym 0 na nieparzystym miejscu, ktére
wystapito po pierwszym 0 na miejscu parzystym, itd.)

Niech teraz

f:Q—)(,L)w 1 f:<f0,f1,...>.

Zbior Y, okreslamy jako sume zbioréw

Spatrz [1], §1 str. 22
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f7H(Y1) oraz {s € 2¥ : %85, = 0 A =Is95.11 = 0}.

Z zalozenia mamy, ze gra G(Y3) jest zdeterminowana. Niech
zwycieska strategie posiada (I). Okreslimy zwycieska strategie dla (I)
w grze G,(Y1). Niech liczby ni,ng,... € w beda wyborami (II),
ktorych dokona w grze G, (Y;) (oczywiscie nieznanymi przez (I) ).
Niech dalej s € 2¥ bedzie takim wynikiem gry Gy(Y3) zgodnym ze
zwycieska strategia (I), ze (II) wybieral 0 do momentu wybrania pier-
wszego 0 przez (I), nastepnie w kolejnych ny + 1 ruchach wybierat
ny razy 1 i potem jeden raz 0, dalej wybieral znowu 0 do momentu,
w ktérym (I) ponownie wybral 0, itd. (nie moze si¢ zdarzy¢, ze od
pewnego miejsca (I) bedzie wybieral tylko 1 - wynika to z okreslenia

Yy ). Jesli teraz w grze Gy, (Y1) gracz (I) bedzie kolejno wybieral
fO(S)a f2(8), ..., to

(fo(s),m, fa(s),ma2...) € Y7,

gdyz (fo(s),n1, fo(s),ne...) = f(s). To konczy dowdd w przypadku
istnienia strategii zwycieskiej dla (I) w grze Go(Y2). W drugim przy-
padku ( (II) ma strategie wygrywajaca) dowdd przbiega podobnie.
|

Dowéd A, = A’.

Niech P; C w®. Podobnie jak wyzej, skonstrulujemy P, C w* taki,
ze A,(Py) = A’ (P)). Ustawmy wszystkie skoiiczone ciagi liczb natu-

ralnych (w tym réwniez ciag pusty) w ciag (ag, a1, as, . . .). Definiujemy
h:w’ — w”,
h({(ng, n1,ng, - . ) Lay, * (n1) % an, * (ng) * ... .

30



Niech Pgdéfh_l(Pl). Rozwazmy przypadek, gdy gra G, (P) jest zde-
terminowana dla (II). Niech f bedzie zwycieska strategia. Okreslimy
zwycieska strategie (II) fi w grze G (Py).

Fi{ang, 11, Gngs - - - oy )L F((ng, 1, nas - .. mog)) dla k € w.

Jesli teraz ciag (an,, n1, an,, - . .) jest zgodny z f1, to ciag (ng, ny, na, . . .)
jest zgodny z f. Czyli (ng,ni,ng,...) € P, a to znaczy, ze
(Apg, M1, Qpy,y - - -) € P

W przypadku, gdy (I) ma wygrywajaca strategie w grze G, (P)
dowdd jest analogiczny. B

Dowody pozostalych implikacji (Af, = A, A = A ) sa
bardzo podobne i nie bedziemy ich zamieszczaé¢ (mozna je znalezé w
9], str. 215)

Teraz mozemy powroci¢ do problemu niesprzecznosci i niezaleznosci
AD od pozostalych aksjomatow teorii mmnogosci. Poniewaz, jak
zauwazyliSmy wezesniej, przy zatozeniu AC mozna skonstrutowaé zbior
Y taki, ze gra G1(Y) jest niezdeterminowana, wiec AD i AC sa
sprzeczne na gruncie ZF. Dalej, poniewaz AC jest niesprzeczny z ZF,
wiec —AD jest tez niesprzeczny z ZF. Problem niesprzecznosci AD
z ZF jest znacznie trudniejszy. Do tej pory nie zostal on catkowicie
rozwiazany. Uzyskano wyniki, ktére wiaza problem niesprzecznosci
AD z problemem niesprzecznosci innych aksjomatow dotyczacych
gléwnie istnienia duzych liczb kardynalnych. Jednym 2z rezulta-
tow zwiazanych z problemem niesprzecznosci AD jest wynik Solo-
vaya, ktory udowodnil, ze niesprzecznosé teorii ZF + AD implikuje
niesprzecznosé teorii ZF + AC + ”istnieja nieprzeliczalne liczby kar-

dynalne mierzalne”.
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Mimo, ze AD i AC sa sprzeczne na gruncie ZF, to okazuje sie, ze
stabsza forma AC (WAC) wynika z AD, natomiast AC w pelnej formie
jest réwnowazny pewnej zmodyfikowanej wersji aksjomatu determi-
nacji.

Niech Y C X2 Oznaczmy przez G%(Y) gre, w ktérej gracze
wykonuja po jednym ruchu. Jesli okreslony przez graczy ciag nalezy
do Y, to wygrywa (I), w przeciwnym przypadku wygrywa (II). Napis

Al oznacza, ze dla kazdego Y C X? gra G (Y) jest zdeterminowana.

Twierdzenie 3 5. AC jest réwnowazne zdaniu Vy Ak.

Dowod.

(=)

Niech X bedzie dowolnym niepustym zbiorem a Y dowolnym
podzbiorem zawartym w X?. Pokazemy, ze gra G (Y) jest zdeter-
minowana. 7 praw de Morgana wiadomo, ze zachodzi jeden z przy-
padkéw: Vyex Joex (o, 1) € Y lub 3, ex Vaex (20, 21) € Y. Jesli
zachodzi pierwszy z nich, to funkcja wyboru rodziny {F,,}.,ex (gdzie
Fy, = {z1 : (x0,21) € Y}) wyznacza zwycieska strategie gracza (II).
Jesli natomiast zachodzi druga z mozliwosci, to dzieki AC gracz (I)
moze wybraé takie xp € X, ze Vy,ex (xo,21) € Y.

(<)

Niech F bedzie dowolna, niepusta rodzina zbiorow, ktéra nie zaw-
iera zbioru pustego. Rozwazmy zbior X F x (UF U {0}). Przez Y

oznaczamy zbior

{{(So,t0), (S1,t1)) : t1 € Sp} C X*.

bpatrz [9], str. 216
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Na mocy zalozenia gra G%(Y) jest zdeterminowana. Oczywiscie
zwycieska strategie posiada gracz (II) (w przeciwnym przypadku ist-
niat by taki zbiér Sy € F, ze Sy NUF = )). Niech g bedzie strategia
wygrywajaca gracza (II). Wéwcezas funkcja wyboru dla rodziny F jest

funkcja f okreslona nastepujaco:

f(S)déftl y gdzie (Sl,tl) = g(S, @)

Twierdzenie 4 7. AD implikuje WAC.

Dowod.

Niech X' = (Xy, Xj,...) bedzie ciggiem niepustych zbioréow takim,

ze UX < 2%, Mozemy przyjaé, ze UX C w®. Definiujemy
def
Y={(ng,ni...) €w”: (ny,n3...) & X, }.

Gra G, (Y) jest zdeterminowana. Oczywiscie gracz (I) nie moze posi-
ada¢ zwycieskiej strategii, gdyz zbiory Xy, X1, ... sa niepuste. A wiec
gra G, (Y) jest wygrana dla (II). Zwycieska strategia g tego gracza
okresla funkcje wyboru dla rodziny X. Rzeczywiscie. Definiujemy

f: X — UAX nastepujaco:

gdzie ciag (x;);e, taki, ze

T = g(n),

zit1 = g(n,x0,0,21,0,...,2;,0) (i €w).

Tpatrz [9], str. 217
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Z okreslenia (x;);e, widaé, ze f(X,) € X,,. g

Z ostatniego twierdzenia wynika, ze w teorii ZF+AD mozna
udowodni¢ duzo twierdzen, ktére wymagaja uzycia stabszej wer-
sji pewnika wyboru. Mianowicie WAC wystarcza do udowodnienia
o-addytywnosci miary Lebesgue’a oraz rodziny zbioréw I-kategorii,
rownowaznosci dwoch definicji ciagtosci funkeji: Cauchego i Heinego,
a takze regularnosci liczby w.

Udowodnimy, ze WAC implikuje regularnosé¢ w; (patrz [1], §1
str.19). Dla dowodu tego faktu skonsrutujemy rozbicie zbioru P(w)
na w; roztacznych zbiorow (tzw. rozbicie Lebesgue’a).

Niech funkcja h : w X w — w bedzie okreslona wzorem
h(m,n)&2"(2m + 1) — 1.
Jest to funkcja réznowartosciowa i na. Definiujemy
Lo¥{AePw): A=0V (w,h ' (A)) nie jest dobrym porzadkiem},

LA ePw) : A=n} (0<n<w),
L,gdéf{A € P(w) : {(w,h 1 (A)) jest dobrym porzadkiem typu &}

dla (w <€ < wy).

Uzasadnimy, ze kazdy z wyzej zdefiniowanych zbioréw jest niepusty.
Jest to oczywiste dla zbioréw L, (n < w). Niech w < ¢ < wy.
Poniewaz & jest liczba porzadkowa przeliczalna wiec istnieje funkcja
rownolicznodci z ¢ na w. Funkcja ta wyznacza na w relacje dobrego
porzadku R taka, ze (w, R) jest typu porzadkowego &. Woéwczas
h(R) € L¢. Oczywiste jest, ze zbiory L¢ (€ < wy) sa parami rozlaczne
i dowolny podzbiér w nalezy do ktérego$ z nich. Funkcje f z P(w)
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na w; okreslamy nastepujaco: f (A)déff , gdy A € L Warto w
tym miejscu zaznaczy¢, ze w teorii ZF+AD nie mozna skonstrutowaé
funkcji réznowartosciowej z w; w P(w), tzn. liczby kardynalne N i 2%
sa nieporownywalne.

Niech teraz (£,) e bedzie dowolnym ciggiem liczb porzadkowych ta-
kich, ze w <&, < wp (n € w). Z WAC wynika istnienie ciagu (A4,)new,
gdzie A, € L¢,. Z okredlenia tego ciagu wida¢ f(A,) = &,. Zdefiniu-

jemy teraz relacje dobrego porzadku R na w X w.
(nl,ml)R(ng,mQ) = (n1 < ng V (Tll =n9 N manlmg)),
gdzie R, =h '(A,).

(w X w, R) jest przeliczalnym porzadkiem, jego typ oznaczmy przez (3.
Widaé, ze (3 jest ograniczeniem gérnym ciagu (&) new-

Na zakonczenie tego paragrafu przedstawimy niektére konsekwencje
AD. Otéz w teorii ZF+AD mozna udowodni¢ nastepujace fakty:
(a) Kazdy zbidr liczb rzeczywistych jest mierzalny w sensie Lebesgue’a.
(b) Kazdy zbidr liczb rzeczywistych ma wlasno$¢é Baire’a.
(c) Liczba porzadkowa w; jest mierzalna (tzn. istnieje nietrywialna
miara okreslona na P(w;), przyjmujaca wartosci 0 i 1 oraz znikajaca
na punktach).
(d) Liczba wy spelia nastepujaca relacje podzialowa w; — (wq)¥

¥ — 2 istnieje podzbior C' C wy

(tzn. dla kazdego rozbicia F' : [w]
réwnoliczny z wy jednorodny wzgledem F'| tzn. obraz F([C]¥) jest
jednoelementowy).

(e) Nie istnieje liczba kardynalna ~ taka, ze Ny < v < 2%, tzn.
kazdy podzbior zbioru liczb rzeczywistych jest przeliczalny albo jest

rownoliczny z calym zbiorem R.
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Fakt (b) wynika z Twierdzenia 4 w §1 oraz z wniosku w tym para-
grafie. Dowdd konsekwencji (a) przedstawimy w dalszej czesci, nato-
miast pozostale pozostawimy bez dowodu ( (c¢) i (d) patrz [4], Tw.2.5
i Tw.2.6; (e) patrz [9], str.209).

3.3 Dowdd mierzalnosci wszystkich zbioréw na prostej.
Udowodnimy twierdzenie o mierzalnosci w sensie Lebesgue’a wszys-
tkich zbiorow na prostej, przy zatozeniu AD. Ale przed przystapieniem

do dowodu podamy potrzebne pojecia oraz twierdzenia.

Definicja . Podzbior R nazywamy zbiorem analitycznym, jesli jest

on ciaglym obrazem przestrzeni Baire’a w*.

Twierdzenie 1°. Kazdy podzbiér borelowski przestrzeni Baire’a w®

jest ciaglym obrazem tej przestrzeni.
7, powyzszego twierdzenia wynika

Whniosek 1. Jesli B jest podzbiorem borelowskim przestrzeni Baire’a
w¥ oraz funkcja f : w* — R jest ciggla, to zbior f(B) C R jest

zbiorem analitycznym.

Twierdzenie 2 (Luzin,Sierpinski)’. Kazdy zbidr analityczny jest

mierzalny w sensie Lebesgue’a.

Ustawmy na wstepie wszystkie skonczone sumy przedzialéw o
koncach wymiernych zawartych w przedziale [0,1] w ciag (S,)new-
W dalszej czesci tego paragrafu bedziemy sie odwolywaé do tego

uporzadkowania.

8patrz [3], czeéé IV roz.2 §3
Ipatrz [3], czesé IV roz.3 §2
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Lemat. Dla dowolnego zbioru liniowego M miary Lebesgue’a zero
i dowolnego szeregu zbieznego liczb dodatnich Y ¢; istnieje pokrycie

(Sp,)iew zbioru M o wilasnosci
V: m(Sy,) < e&;.

Dowod.

Wystarczy udowodnié¢ teze dla szeregow o wyrazach wymiernych.
Niech € := ¥; ¢;. Istnieje ciag przedzialéw (I;);e., pokrywajacy M taki,
ze i |1;] < e. Mozemy przyjaé, ze przedzialy I; maja konce wymierne
(wystarczy wybraé¢ ciag przedzialéw dla § i nastepnie odpowied-
nio powiekszy¢ przedzialy o koncach niewymiernych) oraz suma ich
dlugosci wynosi doktadnie €. Skonstrutujemy teraz zadane pokrycie.

Niech ko taka liczba naturalna, ze S0 || < 0 1 M |L] > &
(ko |I] = 0). Wowezas przedziat I, dzielimy na dwa podprzedziaty
Iy iy 11 1, W taki sposob, ze Zfial \Li|+ 1ok | = €0 (Loky, 11,1, maja kotice

wymierne, gdyz &g jest liczba wymierna). Przyjmujemy ng takie, ze

ko—1
Sno = ( U Ii) U ]O,ko'
i=0
: dnin 70 7(0) 7(0)
Przedzialy I, Ir,+1, Iky+2, - - - 0znaczamy odpowiednio Iy, Iy, I,
Przypusémy, ze skonstrulowaliSmy w ten sposéb S, Sn,s-- ., S,

Niech ki € w takie, ze P IV < gy i 2 1Y) > et
Przedziat Iy, , dzielimy na dwa podprzedzialy ]éflll+1,lff2€l+l tak, by
st |IZ-(Z)\ + ‘I(()fl)clﬂ‘ = €141. Niech n;y; takie, ze

kip1—1

l l
Snl+1 - ( '!0 Iz( )) U [(g,)

ki1
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(I+1)

Przedziaty [1(f])fl+1’ I (f) ],gf)ﬂ 49, - .. oznaczamy odpowiednio Iy,

k+1+17
I+1) (141
FASRN S

Na mocy zasady indukcji okreslilismy ciag (S, )icw. Ze sposobu

i

konstrukcji widac, ze spelnia on wtasnosci

k-1 _
USh =UlL, Vi m(Sy) < ;) Y]+ |]é?;;.1>\ =g,
czyli jest szukanym pokryciem. B

Twierdzenie 3 (Mycielski, Swierczkowski) 0. Zalézmy, ze za-
chodzi AD. Woéwczas kazdy podzbior zbioru liczb rzeczywistych jest

mierzalny w sensie Lebesgue’a.

Dowdd.

Oczywiscie wystarczy udowododnié, ze kazdy podzbiér odcinka [0,1]
jest mierzalny. Niech E C [0, 1] bedzie dowolnym zbiorem. Pokazemy,
ze m,(E) =m*(F). Z wlasnosci miary wewnetrznej wiemy, ze istnieje
Fy C E typu F, o mierze rownej m,(F). Wiec zbiér E'\ E; ma miare
wewnetrzna réwna zero. Czyli wystarczy pokazaé, ze m*(E'\ E1) = 0.

Oznaczmy E \ E; przez E*. Niech ¢ > 0 dowolne ustalone. skon-
strutujemy pokrycie zbioru E* zbiorami z ciagu (S, )new, ktorych suma
miar jest mniejsza od ¢.

Zdefiniujemy teraz ciag liczbowy (a,) oraz zbiér A C w®.

gl €
L 102i+1

(1 € w);

(ng,m1,na,...) € A wtedy i tylko wtedy,

Ypodajemy dowéd wedtug L.Harringtona, patrz [4] roz.I1
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gdy zachodzi przynajmniej jeden z ponizszych warunkéw:

(1) m(S

nsie) = @i dla pewnego ¢,

(2) liczba r = 0, ngnongng . .. (w rozwinieciu dziesietnym) nalezy do

E*, natomiast nie nalezy do zadnego ze zbioréw S, ., S,., Sn., .. ..
Y 1?7 37 57

Poniewaz zakladamy AD, wiec gra G, (A) jest zdeterminowana (pa-
trz warunek (1) w 3.2). Pokazemy, ze ta gra jest zdeterminowana dla
(II).

Przypusémy, ze tak nie jest. Niech f bedzie zwycieska strategia
gracza (I). Okredlimy odworowanie f z przestrzeni w* w odcinek [0,1].

Niech (ny,ns, ns,...) € w*. Okreslamy

ng = f(0), no = f(no,n1),..., nop = f(no,ni,...,N2k—1).

Woéwcezas

f
f(<n17 ng,ns, .. >)d£0, nonomnyg . . ..

Funkcja f jest oczywiscie ciagta. Okreslimy teraz zbior P C w”.

PY{(ny,ng,ns,...) M( Sy

) <a; (i €w)}.

Eopkonk ) o

Zbiér P jest domkniety. Rzeczywiscie, jesli (nf,n§,ng,...

Lk ok ok
(ny,ng,ns,...) (gdzie (nf,n5 nk ...) € P), to
k; —_ ki _ ki
Vi Elkl ny=mny,nN3=mng,...,N2%+1 —7122-_‘_1.

A stad wynika, ze

n2i41

) < aj;.
Oznaczmy przez P* obraz P przy odwzorowaniu f. Poniewaz funkcja

f jest ciagla, wiec P* jest zbiorem analitycznym (Wniosek 1), a zatem

mierzalnym (Tw.2).
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Pokazemy, ze P* C E*. Jedli x € P*, to z = f((n1,ns,ns,...)).
Poniewaz f jest zwycieska strategia dla (I), wiec (ng,ny,no,...) € A.
Ale ciag (ng,ni,ne,...) nie spelia wlasnosci (1) (bo jest elementem
P), wiec musi spelnia¢ (2). A z tego wynika, ze © € E*.

Poniewaz m,(E*) = 0, wigc m(P*) = 0. Niech Sy, Sns, Snss - - -
bedzie pokryciem zbioru P*, ktdére nie spetlnia wilasnosci (1), tzn.
(n1,m3,ns,...) € P (takie istnieje z Lematu). Oczywiscie x =

f({n1,n3,n5,...)) € P*. A stad wynika, ze x € S,,, ., dla pewnego k.

2k+1

Wobec tego ciag

<f(®)7 ni, f(f(®)7n1)7 ns, f(f(@)vnla f(f(®)7n1)7n5)7 ns, - >

nie spelnia zadnego z warunkéw (1) i (2), czyli nie nalezy do A. Otrzy-

mali$my sprzecznos$é z tym, ze f jest zwycieska strategia gracza (I).
Zatem G, (A) jest wygrana dla (II). Niech g bedzie wygrywajaca

strategia dla (II). Zdefiniujmy nastepujace zbiory

N =1{0,1,...,9},

N1 ={g(ng) : np € N},

N3 = {g(no,n1,n2) : no,n2 € N, n1 = g(no)},

Nopr1 = {g(no, ..., nox) : n2i € N, ngiv1 = g(no, ..., ne), 1 < k—1},

(Nag11 - zbidr wszystkich mozliwych wyboréw gracza (II) w k-tym
ruchu zgodnych z g, przy zalozeniu, ze wczesniejsze jego wybory byty
zgodne z g, a (I) wybieral dowolne liczby ze zbioru {0,1,...,9}).
Kazdy ze zbioré6w Nsii; ma niewiecej niz 10* elementéw oraz
m(S;) < ai dla i € Nogyq. Oznaczmy zbiér U; Noji1 przez V, zas
Uiev S; przez W. Zbior W zawiera E*. Rzeczywiscie. Niech x € E*
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i 0,n9nony ... bedzie dziesietnym rozwinieciem x takim, ze no; €

{0,1,...,9}. Wtedy

(ng,my,mna,...) € A, gdzie ny = g(ng), ng = g(no,n1,n9),....

Z definicji zbioru A oraz z tego, ze x € E* widacé, ze x € 5, dla

2k+1

pewnego k. Ale nokr1 € Noprqy CV, wiec x € W.

Dalej otrzymujemy

10*

m(W) <Y m(S) <Y S m(S;) <3 10Fa;, < €Y o <&
ki€ Nows1 P g 1074

lev

7

Zatem pokazalismy, ze istnieje pokrycie zbioru £* elementami ciagu
(Sn)new, ktorych suma miar jest mniejsza od e, co wobec dowolnosci
¢ oznacza, ze m(E*) = 0. 5

Twierdzenie 4 mozna uogdlni¢ na dowolna przestrzen metryczna
osrodkowg. Ot6z zachodzi (w ZF + AD)

Whiosek 2 ''. Niech E bedzie przestrzenia metryczna osrodkowa, a
i o-addytywna, skonczona miara borelowska na E. Wowczas kazdy

podzbior X C E jest u-mierzalny, tzn.
3p.BeE) B1 C X C By i pu(By) = pu(Ba).
Przed dowodem wniosku przytoczymy twierdzenie o izomorfizmie

miar.

Definicja. Zbior X € B(Z), gdzie Z jest przestrzenia metryczna
osrodkowa i zupela, nazywamy absolutnie borelowskim (oznaczamy

X € B).

Upatrz [11]
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Definicja. Niech f: X — Y bedzie bijekcja (X,Y przestrzenie me-
tryczne). Odwzorowanie f nazywamy homeomorfizmem uogdlnionym,
gdy zarowno obraz jak i przeciwobraz dowolnego zbioru borelowskiego

jest zbiorem borelowskim.

Twierdzenie 4 '?. Dla kazdych dwéch skoriczonych, borelowskich
miar ciaglych, p na przestrzeni X € B oraz v na przestrzeni Y €
B takich, ze w(X) = v(Y) > 0, istnieje homeomortfizm uogdlniony
¢ : X — Y zachowujacy miare, tzn. u(E) = v(¢(E)) dla kazdego
zbioru borelowskiego £ C X.

Dowdéd Wniosku 2.

Bez zmniejszenia ogolnosci mozemy przyjac, ze u jest unormowana i
bezatomowa (bo u jest skoniczona). Wiadomo (patrz np. [5], roz. XIV
§4), ze kazda przestrzert metryczna osrodkowa jest homeomorficzna z
pewnym podzbiorem kostki Hilberta H (fakt ten wymaga uzycia tylko
stabej formy aksjomatu wyboru tzn. WAC). Niech

h:EFE—H

bedzie homeomorfizmem w kostke Hilberta. Okreslimy teraz miare na
podzbiorach borelowskich H. Niech

v(V)¥ (k1Y) dla kazdego Y € B(H).

Widaé, ze v jest skonczona bezatomowa miara borelowska na H. A
to znaczy (wobec twierdzenia o izomorfizmie miar), ze istnieje home-

omorfizm uogolniony

¢ (H,B(H),v) — ([0,1], B([0,1]),m),

2patrz [7], czesé 4.1
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zachowujacy miare. Wobec mierzalnosci wszystkich podzbioréw [0, 1]
mamy, ze kazdy podzbiér ‘H jest v-mierzalny. Dalej otrzymujemy dla

dowolnego podzbioru X C F
b, Bres(r) h(B1) € h(X) C h(B2) v(h(B1)) = v(h(B2)).

A to znaczy, ze
3B, By B1 € X C By i u(By) = pu(B2).
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